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Abstract In this article, we give some conditions on the structure of an 

unstablc module, wliicli are satisfied whenevcr this module is thc rcduccd 
cohomology of a space or a spectrum. First, we study the structure of the 
sub-modules of S*Â"*(B(Z/2)®'*;Z/2), i.e., the unstable modules whose 
nilpotent filtration has Icngth 1. Next, we généralise this resuit to unstable 
modules whose nilpotent filtration has a finite length, and which verify an 
additional condition. The resuit says that under certain hypothèses, the 
reduccd cohomology of a space or a spectrum does not have arbitrary large 
gaps in its structure. This resuit is obtained by applying Adams' theorem on 
the Hopf invariant and the classification of the injective unstable modules. 

This work was carried out under the direction of L. Schwartz. 

Résumé Dans cet article, on donne des restrictions sur la structure d'un 
module instable, qui doivent être vérifiées pour que celui-ci soit la coho- 
mologie réduite d'un espace ou d'un spectre. On commence par une étude 
sur la structure des sous-modules de E*Â^*(B(Z/2)®'*; Z/2) , i.e., les mod- 
ules instables dont la filtration nilpotente est de longueur 1. Ensuite, on 
généralise le résultat aux modules instables dont la filtration nilpotente est 
de longueur finie, et qui vérifient une condition supplémentaire. Le résultat 
dit que sous certaines hypothèses, la cohomologie réduite d'mi espace ou 
d'un spectre ne contient pas de lacunes de longueur arbitrairement grande. 
Ce résultat est obtenu par application du célèbre théorème d'Adams sur 
l'invariant de Hopf et de la classification des modules instables injectifs. 

Ce travail est effectué sous la direction de L. Schwartz. 

AMS Classification 55N99; 55S10 

Keywords Opérations de Steenrod; module instable; théorème d'Adams; 
la classification des modules instables injectifs 

1 Introduction 

En topologie algébrique, pour distinguer les espaces, on introduit des invariants, 
tels que l'homologie, la cohomologie et les groupes d'homotopie des espaces. 
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Nous nous intéressons dans cet article à la coliomologie réduite des espaces en 
tant que module instable sur l'algèbre de Steenrod. Nous considérons d'abord 
le cas p = 2, les généralisations pour les nombres p premiers impairs seront 
données dans la dernière section. 

Un problème central sur les modules instables est de savoir quand un tel module 
est la coliomologie réduite d'un espace. Un résultat célèbre de J.F. Adams 
impose des restrictions fortes à un module instable pour qu'il soit la coliomologie 
réduite d'un espace. Voici le résultat d'Adams dont il est question: 

Théorème 1 (Adams IJ Soit X un espace ou un spectre, k > 4, soit 
X G H''{X;Z/2) tel que Sq'^'x = 0, V î < A;, alors Sq'^'^x G Im(5ç2») . 

Définition 1 Un module sur l'algèbre de Steenrod M est un module instable 
si pour tout élément x G M, Sq'^x = quand i > Ici, |x| désigne le degré 
de X. 

Comme Sq^ est l'identité, ceci implique que les modules instables sont triviaux 
en degré strictement inférieur à zéro. 

Définition 2 Par lacune de longueur d dans un module instable M, on entend 
une suite d'entiers / = {i, • • • ,i + d — 1} telle que = {0} , si j G /, M'^^ 7^ 
{0} , M*+'^ / {0} . On note cette lacune par {i — l,i + d) ou {i — l,i + d — ï\. 

Issue du théorème d'Adams, une question intéressante est de savoir si dans la 
cohoniologie mod 2 d'un espace, il peut exister ou non des lacunes de longueur 
arbitrairement grande. Dans cet article, on démontre que c'est impossible sous 
certaines hypothèses supplémentaires sur la structure du module instable. 

Nous devons rappeler, pour énoncer ces conditions, diverses définitions. Rap- 
pelons qu'un module M est connexe si M-^ = {0}, un module instable est 
donc connexe si = {0}. 

Définition 3 La suspension d'un module instable M est le module SM tel 
que (SM)" = M"-i, V n. 

Définition 4 Un module instable M est réduit si le morphisme Sqq : M ^ M 
défini par Sqo{x) = Sq^^^{x), V x G M, est injectif. 
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On va se restreindre dans la suite à étudier des modules instables dont 
l'enveloppe injective est somme directe finie d'objets injectifs indécomposables. 
D'après la classification des Z//— injectifs (Lannes-Schwartz, [ïï]), on sait que 
pour un tel module instable réduit M , il existe des entiers d et tels que M 
se plonge dans //*(i?(Z/2)®'^; . Si M est connexe, on peut supposer 

ad = 1 . Donc pour établir une propriété pour les modules instables réduits, il 
suffit de le faire pour les sous- modules instables de f/'*(i?(Z/2)®'^; . 
Dans la suite on supposera = 1, les démonstrations s'étendent sans 
problème. 

Définition 5 (Schwartz ^) Un module instable M est s— nilpotent s'il est 
l'union de ses sous-modules ayant une filtration finie dont les quotients sont des 
s— ème suspensions. 

Soit U la catégorie des modules instables. On désigne Mils la sous-catégorie 
abélienne pleine de U des modules s— nilpotents. La sous-catégorie Mils est 
épaisse (voir j2] , JO] ) . On a une filtration de U : 

• • • C Mih C Mih = Mil C MUq = U. 

Soit nils : U — > Mils l'adjoint à droite de l'inclusion Mils ^ , nilsM est le 
plus grand sous-module d'un module instable M dans Mils et on a la filtration 
nilpotente de M: 

• • • C nil2M C niliM C niloM = M. 

Proposition 1 (|^, (Sj) Soit M un module instable. Alors le quotient 
nilsM /nils+iM est la s—ème suspension d'un module instable réduit Rs, donc 

nilsM/nils+iM ^ S^iî,. 

Définition 6 La filtration nilpotente d'un module instable M est de longueur 
finie s'il existe un n > tel que nilnM = 0. 

Définition 7 Soit M un module instable connexe réduit non-trivial. On 
désigne par ni < n2 < • • • les degrés n tels que M" ^ {0} . Supposons 
que M se plonge dans H*{B{Z/2)®'^;Z/2) . Le module instable M sera dit de 
type T, s'il contient une lacune {s, s + l] avec s > ni et 

l > max{2'^+^, rij+i - n^ | j = 1, ■ • • , 1 + (d - 1)2'^~'^}. 

Remarque Le module M est nécessairement infini car M est réduit non- 
trivial. 
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Le résultat principal de cet article est le théorème suivant: 

Théorème 2 Soit M un A2— module qui est une suspension itérée d'un sous- 
module de type T de H*{B{Z/2)®'^;Z/2) . Alors M n'est pas réalisable, i.e., il 
n'existe aucun espace X tel que M = H*{X]'L/2) . 

En fait le théorème d'Adams s'applique aussi aux spectres. Il en est donc de 
même du théorème précédent, la suspension itérée peut être positive ou négative 
et le module n'est ni la cohomologie réduite d'un espace ni la cohomologie d'un 
spectre. 

Une généralisation de ce théorème est faite sous certaines hypothèses pour les 
modules instables connexes ayant une filtration nilpotente de longueur finie. 

Définition 8 Soit M un module instable infini connexe dont la filtration 
nilpotente est de longueur finie. Les quotients nilgM /nils+iM non-triviaux 
s'écrivent sous la forme T,'^'Rmi, Rmi réduits, i = 1, • • • ,t, mi < •■■ < mt- 
Notons que l'un au moins des Rrm est infini. Supposons qu'il existe des entiers 
d et ad tels que tous les Km, se plongent dans iî*(fi(Z/2)®'^; . Notons 

/ C {1, • • • , t} le sous-ensemble des i tels que Rrm soit infini, et soit ni^i < 
n2,i < ■ ■ ■ les degrés en lesquels ce module est non-trivial. 

Soit ô tel que 2*^ > t > 2*^"^. Le module instable M sera dit de type T s'il 
contient une lacune (s, s + l] avec s > minjmj + ni^i | i € /} et 

/ > max{(mt + 1)2*^+^ n^+i^i - nj^i \ i e I,j = 1, ■ ■ ■ A + {d + S - 1)2'^-^}. 

Condition 1 Soit M un module instable connexe dont la filtration nilpotente 
est de longueur finie. En utilisant les notations introduites dans la définition 
précédente, on dira que M vérifie la condition ^ si 

mj+i — m-j 7^ 1, 2, 4, 8, 1 < i < t — 1, 
mi+2 - mi ^ 8, 1 < i < t - 2, 

c'est-à-dire, mj — m^ = 2^ n'a pas de solution pour l<î,j<tetO</3<3. 

Théorème 3 Soit M un module qui est une suspension itérée (positive ou 
négative) d'un module instable connexe dont la filtration nilpotente est de 
longueur finie, qui est de type T et vérifie la condition^ Alors M n'est pas 
réalisable, i.e., il n'existe aucun espace ou spectre X tel que M = H*{X; Z/2) . 

Corollaire 1 La longueur des lacunes ne peut pas être arbitrairement grande 
dans un module instable connexe réalisable dont la filtration nilpotente est de 
longueur finie et qui vérifie la condition^^ □ 
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Dans cet article, on ne considère que les modules dont l'enveloppe injective 
est somme directe finie de modules injectifs indécomposables. Les résultats 
obtenus sont conséquences du théorème d'Adams et de la classification de 
Lannes-Schwartz. 

Voici quelques détails sur le plan de cet article. Dans la section 2, on définit des 
opérations Qf , s,t > 0, qui généralisent les opérations de Milnor. La section 
3 contient un résultat combinatoire. En utilisant ce résultat, le théorème |21 est 
démontré dans la section 4. Ensuite, le théorème IHl est démontré dans la section 
5. La dernière section contient des généralisations pour le cas p premier impair. 
Il y a un appendice à la fin sur les opérations Qf . 

L'auteur tient à remercier le rapporteur pour ses remarques et ses conseils, qui 
l'ont aidé à éviter bien des imprécisions dans les définitions et démonstrations. 

2 Les opérations s,t > 

Dans cette section, on définit les opérations Qf , s,t > et on donne brièvement 
leurs propriétés utilisées dans les sections suivantes. Pour plus de détails sur 
ces opérations, on renvoie le lecteur à l'appendice. 

Définition 9 Les opérations Qf, s,t >0 sont définies récursivement comme 
suit: 

(1) Qt = Sq^'; 

(2) Qt^, = [Sq^'^'^\Qt]. 

Notation 1 On note souvent par Qt, qui est la notation usuelle de 
l'opération de Milnor concernée 0. 

Pour établir les propriétés de ces opérations Qf , on a besoin d'introduire 
quelques notations. 

Notation 2 Le symbole (ni, ■ ■ ■ , n^) désignera le monôme u"^ (8) • • • ^ u""* ou 
■■■xy dans H*{B{Z/2)®'^; Z/2) qui s'identifie à FaH®'^ ou Fsixi, • • • , x^] , 
u et les Xi étant de degré 1. Un tel monôme sera dit basique. 

Notation 3 Comme plus haut, Sqo désigne l'opération définie dans un mod- 
ule instable par Sqqx = Sq^^^x. On a donc 5(?Q(ni, • • • , n^) = {2^ni, • • • , , 
et lm{SqQ) est l'ensemble des éléments x = X]ig/(2*^(^)ii ' ' ' i2*n(î)(i) de 
H*{B{'L/2)®'^\'L/2) . Ici, / est un ensemble d'indices i qui indexent des 
différents d— uplets (n(z)i,-- - ,n{i)d), n{i)a peut être nul. 
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Lemme 1 Soit M un module instable, on a pour tout n > 1, 

Sq^^'Sqox = SgoSq^'x, V x G M. □ 

De la définition de Qf et de Sqq , on déduit que: 

Lemme 2 Soit M un module instable, on a V x € M, 
Qt^'Sq'ç,x = Sq'oQlx, Vr,s,t. 

En particulier, 

QlSq^x = Sq^Qtx, V s, t. 

Corollaire 2 Soient M,N deux modules instables, et soient l,r,s,t > 0. 

(1) V X G M, QlQlSqf^x = QlQ^Sqf^x et {QlfSqf^x = 0. 

(2) V X G 5g^(M) et y G Sq^^iN), Q|(x (g) y) = Qf x (g) y + x (g) Qly. 

(3) Soit u le générateur de H*{B{Z/2); Z/2) en degré 1, 
QtSq^' = et QfS(7gu2'+i = 5<7gn2'+2*+' = ^2^(2^+2*+^) . 

Le lemme ^ est une conséquence directe de la définition de Sqo, sa 
démonstration est laissée au lecteur. Pour le lemme I^J et le corollaire El leurs 
démonstrations se trouvent dans l'appendice. 



3 Un résultat combinatoire 

Dans cette section, on établit d'abord un résultat combinatoire. Ensuite, 
on l'applique à un élément quelconque de H*{B{Z/2)®'^;Z/2) pour obtenir 
des contraintes imposées par certaines conditions d'annulation induites par 
l'existence de lacunes. 

Soit un élément x G H*{B{'L/2)®'^;Z/2) , x = Y^i^jin(i)i, ■ ■ ■ ,n{i)d) est 
somme de monômes basiques deux à deux distincts (n(î)i, • • • ,n{i)d), i G I. 

Pour commencer, on définit quelques notations combinatoires. 

Définition 10 Soit gf > 0, on dira qu'il y a un g— échange entre deux monômes 
basiques a et (3 s'il existe i et j tels que ces deux monômes constituent, à un 
ordre (entre i et j) près, une paire de la forme 

a = {ui, ■ ■ ■ ,Ui-i,2ui + l,Ui+i, ■ ■ ■ ,Uj-i,2uj + 2^+\uj+i, • • • ,Ud) 

et P= {ui, ■ ■ ■ ,Ui^i,2ui + 2^+\ni+i, • • • ,Uj-i,2uj + • • • ,Ud). 

On dira plus précisément, s'il y a lieu, qu'il y a un g— échange en i— ème position 
pour le monôme a avec le monôme p. 
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Remarque C'est l'annulation sous l'action de l'opération de Milnor Qg sur 
un élément x qui suggère cette définition, puisque Qg est une dérivation. 

Définition 11 On dira qu'il y a une (l, s) — chaîne, l < s, entre deux monômes 
basiques a et (3 d'un sous-ensemble de l'ensemble des monômes basiques d'un 
élément x G H*{B{Z/2)®^;Z/2) s'il existe des monômes basiques: 

a = ao, ai, ■■ ■ , at = (3 

dans ce sous-ensemble tels qu'il y ait un m— échange, l < m < s, entre ai et 
aj+i pour tout i = 0, - ■ ■ ,t — 1. 

Définition 12 Soit x € H*{B{Z/2)®'^:Z/2) . On dira qu'un sous-ensemblc S 
de l'ensemble des monômes basiques de x admet T C {1, • • • ,d} pour support, 
si pour tout monôme basique x^^ ■ ■ ■ x^'* appartenant à 5 et pour tout i eT, 
l'exposant aj ne dépend que de S et pas du mônome basique choisi et est de plus 
pair. On suppose de plus T maximal parmi les sous-ensembles de {1, • ■ ■ ,d} 
ayant cette propriété. 

On note r = #T que l'on appellera la taille de T, les monômes basiques de 
5" ont donc r exposants en commun et s'écrivent tous sous la forme y'^z où y 
dépend de r variables Xj et ne dépend pas du monôme basique choisi; z dépend 
lui de d — T variables et du monôme basique choisi. 

Définition 13 Un sous-ensemblc de l'ensemble des monômes basiques d'un 
élément x G H*{B{Z/2)®'^;Z/2) est appelé une [l, s) — classe, l < s, de support 
r C {1, • ■ ■ , d}, si la condition suivante a lieu: pour tout monôme basique a 
dans ce sous-cnscmble, il existe au moins une position i dont l'exposant est 
impair; pour toutes ces positions i et tous les m, / < m < s, il existe un 
monôme /? dans le sous-ensemble et un m— échange en i—ème position pour a 
avec p. 

Remarque C'est l'annulation sous l'action des opérations Qmi l < m < s, 
sur un élément x qui suggère cette définition, puisque les opérations Qm sont 
des dérivations. 

Voici la propriété fondamentale des (Z, s)— classes de support T: 

Proposition 2 Pour toute {l, s) — classe de support T d'un élément x G 
H*{B{Z/2)®'^; Z/2), on a s - l + #T < d - 2. 
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Démonstration Considérons une (Z, s)— classe admettant T = Tg pour sup- 
port, soit Tg sa taille. Pour l<t<s — l,onva construire récursivement des 
(/, s — i)— classes de support Ts-t de taille Tg-t telles que 

Ts-t > Tg-t+l + 1- 

Pour t = s — l, on aura une (Z,Z) — classe de support T/ dont la taille t; sera 
telle que r/ > r/+i + 1>--->Ts + s — 1 = #r + s — l. Comme cette classe 
comporte des Z— échanges, on a r; < d — 2. D'oii, 

d-2>Ti>#T + s-l. 

Supposons avoir construit une {l,s — t + 1) — classe de support Tg-t+i de taille 
Tg-t+i ■ On va construire une sous— (Z, s — t) — classe, de la {l,s — t + 1)— classe 
initiale, dont le support sera obtenu par adjonction à Tg-t+i d'une position oii 
l'exposant d'un certain monôme P prend une valeur paire. 

On considère parmi les exposants impairs qui apparaissent dans les monômes 
basiques de la {l,s — t + 1) — classe la valeur maximale, soit 2a + 1. Notons 
qu'il apparaît nécessairement des exposants impairs car il y a des m— échanges, 
l<m<s — t + 1. On suppose que cet exposant apparaît en position p d'un 
monôme basique a de la (/, s — t + 1) — classe. Soit alors (3 un monôme dans la 
(Z, s — t + 1) — classe tel qu'il existe un (s — t + 1)— échange en position p pour 
a avec /3. Le monôme /? existe par hypothèse. 

Si on désigne par ipp, l'exposant en position p d'un monôme basique tp, on a 
alors ap = 2a+l et Pp = 2a + 2*-*+^ 

Lemme 3 Pour tout monôme basique 7 d'une {l,s — t) — chaîne contenue dans 
la {l,s — t + 1) — classe et contenant (3 la valeur de l'exposant en position p 
est 2a + 2^-*+2 . 

Démonstration Raisonnons par l'absurde et choisissons une (Z, s — f)— chaîne 
contenue dans la (Z, s — t + 1) — classe qui ne satisfasse pas à cette condition et 
soit de longueur minimale. Soit (3 = (3q, ■ ■ ■ , /?« = 7 cette chaîne. L'exposant 
7p est impair. Il y a un m— échange, l < m < s — t, entre Pu-i et 7 en position 
p. Mais {(3u-i)p = 2a + 2^"*+^ , donc 7^ = 2a + 2^"*+^ - 2"*+^ + 1 > 2a + 1 , en 
contradiction avec la maximalité de 2a + 1 . □ 

Considérons alors l'ensemble S des monômes basiques de la (Z, s — i + 1) — classe 
tels qu'il existe une (Z,s — t) — chaîne entre ces monômes et 
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Lemme 4 L'ensemble S est une {l, s— t) — classe de support contenant T^-t+iU 

Démonstration Comme chaque monôme basique de l'ensemble S est par 
définition un monôme basique de la {l,s — t + 1) — classe, il contient donc au 
moins un exposant impair. Pour montrer que S est une {l,s — t) — classe, il faut 
encore montrer qu'en toute position q où un des monômes de cet ensemble a un 
exposant impair, il y a pour tout m, l < m < s — t, un m— échange en position 
q pour chacun de ces monômes avec un autre monôme dans S. Mais un tel 
monôme existe par hypothèse dans la {l,s — t + 1) — classe et ce monôme est 
alors par définition dans S puisqu'il y a une (/, s — t) — chaîne à /3. Clairement 
le suport Ts^t contient Ts-t+i U {p} . □ 

Il reste à observer pourquoi on peut mener le processus jusqu'à t = s — l, car 
dans cette construction comme il y a des m— échanges, / <m<s — t, il ya 
des exposants impairs. 

Fin de la démonstration de la proposition □ 

Corollaire 3 Soit x un élément de H*{B{Z/2)®'^; Z/2) tel que x G Im(S'gg)- 
Im(5'gQ'''^) et que Qfx = 0, y p < t < q. Alors onaq— p<d — 2. 

Démonstration Puisque x = Sq^x' G Im(5'gQ)— Im(5'gQ^^) , il existe au moins 
un monôme basique a de x' avec au moins un exposant impair. L'ensemble 
des monômes basiques de x' qui sont dans une — chaîne contenant a est 
une (p, g) — classe dont on note le support par T. Précisons un peu. D'après 
la définition, chaque monôme basique /3 de cet ensemble contient au moins un 
exposant impair (à cause de l'existence d'un échange avec un autre monôme 
basique de l'ensemble). On note par l'ensemble non vide des positions des 
exposants impairs dans /?. Comme l'action de l'opération Qt sur /? donne un 
monôme qui contient un exposant pair en la même position, l'annulation de Q| 
sur x entraîne l'existence d'un m— échange, p < m < q, en i—ème position, 
i € 1/3, pour P avec un monôme basique de l'ensemble. 

Par conséquent, la proposition |21 nous donne q— p<q — p + #T < d — 2. □ 

Corollaire 4 Soit x un élément de H* {B{'L/2)®'^- Z/2). Si A2X contient une 
lacune |x| + /] , l > 2^^ pour un certain k > d — 2, alors x G Im(5gg~°'~''^) . 
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Démonstration Soit a tel que x = Sq^x' G lm{SqQ ) —lm{SqQ~^ ). Si a > k, 
on a a>k — d + 2. Sia<A;, alors l'existence de la lacune dans A2X implique 
que V t = 0, ••• ,k — a, 

Sq^Sq^'x' = Sq^'^^Sq^x' = Sq''^\ = 0. 

Donc Sq"^* x' = 0, Vt = 0, •••,/c — a. Donc Qtx' = 0, V t = 0, ••• ,k — a. 
D'après le corollaire 01 on a k — a < d — 2, d'oii a > k — d + 2. □ 

Remarques (1) Les énoncés de cette section sont aussi vrais pour un élément 
quelconque de iJ*(S(Z/2)®'^; . Ci-dessus, on a traité le cas où = 1 . 

Pour tenir compte du fait que l'on peut se placer dans H*{B{'L/2)®'^; , 
il faudrait compliquer un peu les notations en rajoutant un indice 1 < a < a^. 
On dit que les {n(i)i^ai ' ' ' ■,'^{'i)d,a) sont les monômes basiques de x. 

(2) Comme la suspension commute avec les opérations de Steenrod {a'^Sq^ = 
Sq'^a'^), on peut aussi établir les énoncés similaires de ces corollaires pour une 
suspension quelconque de i/*(5(Z/2)®'^; Z/2)®"'' . 

4 Démonstration du théorème [2] 

Cette section est consacrée à la démonstration du théorème |21 Soit donc M 
un module instable qui est la cohomologie réduite d'un espace ou d'un spectre. 
Supposons de plus que M est réduit. Alors: 

Théorème 4 (Lannes-Schwartz fS|) Un module instable réduit (resp. réduit 
et connexe) M dont l'enveloppe injective est somme directe finie d'injectifs 
indécomposables est isomorphe à un sous-module de i7*(i?(Z/2)®'^; Z/2)®"'* 
(ttd > 0) (resp. iî*(S(Z/2)®'^;Z/2) ) pour d assez grand. 

Démonstration du Théorème 12] Dans la suite, on va démontrer l'énoncé 
suivant: Soit M un sous-module de type T de F*(5(Z/2)®'^; Z/2) . Alors M 
n'est pas réalisable, i.e., il n'existe aucun espace ou spectre X tel que M = 
if*(X;Z/2). On note que, une fois cet énoncé est établi, le théorème |2 est 
aussi établi. 

On raisonne par l'absurde. Soit M un sous-module de type T de 
^*(i?(Z/2)®'^; Z/2) qui est la cohomologie réduite d'un espace ou d'un spec- 
tre. Reprenons les notations introduites avant le théorème |21 M est non-trivial 
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dans les degrés rii < n2 < ■ ■ ■ ■ Supposons que pour n > ni, (n, n + /] soit la 
première lacune de longueur l telle que: 

l > max{2^+^, rij+i - nj \ j = 1, ■ ■ ■ ,1 + {d - 1)2'^-'^}. 

Soit k l'unique entier (> d + 4) tel que 2''+^ > l>2^ . 

Soit donc x G M", x / 0. Alors A2X contient une lacune (n,n + ï\ et le 
corollaire 0] entraîne 

Lemme 5 En degré strictement inférieur à n, il n 'existe pas de degrés m tels 
que 2^-'^+2/m et M"" / {0}. 

Démonstration Supposons qu'en degré strictement inférieur à n, il existe des 
degrés m tels que 2^"*^+^ /m et M™ 7^ {0} . Soit niQ le plus grand de ces degrés, 
et soit y G , y ^ 0. On suppose que y = SqqZ € lm{SqQ) — lm{SqQ^^) . 
Comme 2^^^^^+^ /fm-o ,onaa<A; — d+l. 

Si A2y contient une lacune {\y\,n+l], le corollaire 0] implique que a > k — d+2, 
ce qui est impossible. Donc le plus bas degré supérieur ou égal à mo+1 , en lequel 
A2y est non-trivial, est inférieur à n + / et est donc de la forme 2^~'^~^'^q =: p 
d'après l'hypothèse de maximalité de ruQ. 

Comme les Sq'^ engendrent multiplicativement A2, on a p — niQ =: 2/^ (rap- 
pelons l'hypothèse de minimalité de p). En particulier, Sq^^ y est non nul. 
Comme y G Im(S'çQ), on a alors (5 > a car Sq^'^ Sq^z = Sq'^Sq^'^ " z qui est 
nul si a > /3. On va montrer que a > k — d. 

Supposons a<k — dett>l. Alors, 



Lemme 6 Qfy est nul, tant que son degré est inférieur ou égal à n + l. 



Démonstration Par l'hypothèse de maximalité de ttiq , on sait qu'il suffit de 
montrer que 2^~'^~^'^ ne divise pas le degré de Qfy. En effet on a: 

\Qfy\ = mo + 2"(2*+i - 1) 

= 2'=-'^+2g -2/^ + 2°+*+^ - 2" 

= 2^~'^+^q + (2"+* H h 2°+^ + 2") - 2^. 

Comme t > 1 et /3 > a, on sait que ce degré est un multiple impair de 2" pour 
/3 > a et que c'est un multiple impair de 2"+^ pour (3 = a. Donc 2""*"^ ne 
divise pas ce degré. Puisque a + 2 < k — d + 2, 2^"*^+^ ne divise pas ce degré 
non plus. □ 
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Or pour l<t<k — a — 1, 

\Qfy\ = mo + 2"(2*+i - 1) 

< mo + 2°(2''-° - 1) 

< n + l. 

Donc d'après le corollaire|31 k — a — 2 < d—2, alors a > k — d et par conséquent, 
P>a>k-d. 

D'après la définition de /3, p = uiq + 2^ et par hypothèse, 2^^ '^^'^ /(niQ et 
2fc-d+2|p^ on a donc /5< k — d + 1, ce qui implique que M contient une lacune 
{mQ,p). Car sinon, il existe p' G {mo,p) tel que ^ {0}. Par l'hypothèse 
de maximalité de mo , 2^^^^^+^ \p' . Donc 2^ = p — mo > p — p' > 2^~'^~^'^ , ce qui 
est contradictoire au fait que {3 < k — d + 1. L'existence de la lacune {mQ,p) 
dans M et le théorème d'Adams impliquent que /3 < 3. Or comme f3 > k — d 
et A;>d + 4, ona/3>/c — d>4, ceci implique qu'un tel uiq n'existe pas. 

Fin de la démonstration du Lemme |^ □ 

Notons donc les degrés plus petits que n pour lesquels M est non-trivial comme 
suit 

n = ro>ri>--- et y i, 2^''^^^\ri. 

On a 

Lemme 7 Pour tout xi de degré Vi, A2Xi contient la lacune {ri, n + l]. 

Démonstration On raisonne par l'absurde. Si l'énoncé est faux, on choisit 
un élément Xi de degré maximal tel que A2Xi contienne des éléments non nuls 
de degré supérieur à r j et inférieur a n + l. On choisit dans (r j , n + 1] le plus bas 
degré en lequel A2Xi est non-trivial. En utilisant la base multiplicative de A2 , 
il est de la forme ri + 2'^ , 7 > 0. Comme les degrés dans l'intervalle {ri, n + l] où 
il y a des éléments non nuls sont divisibles par 2'^^'^+^ ,ona7>/c — (i + 2>6. 
Par conséquent, on a une lacune {ri,ri + 2'^) , 7 > 6, dans A2Xi avec Sq^^ Xi / 
en degré ri + 2"^ . Par la maximalité de Xi , il n'y a aucun élément y de degré 
supérieur à tel que A2y contienne des éléments non nuls en degré supérieur 
à \y\ et inférieur a n + l. Donc l'élément non nul Sq^^ Xi ne peut pas être dans 
Y^j^^lni{Sq^^ ) . Alors l'existence de cette lacune (rj,rj + 2'*') dans A2Xi est 
impossible à cause du théorème d'Adams. □ 

On montre alors par récurrence que: 

Vi>i2'^-^ 2^~'^+^+\i. 
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Le cas j = est démontré ci-dessus. Supposons que c'est vrai pour j, alors 
n + / - r(j-+i)2d-2 = 1 + 221W [ri-ri+i] 

7 I V^i ^^^{/^+l)2'*-2-l. ^ 



2' + ELo 2'=+'^ 



_ 2'=+i+i. 

Puisque ^22;?, contient une lacune (rj,n + /] et d'après le corollaire 01 on a donc 
2fc-d+j+3|^.^ V i > (j + l)2'^-2. 

Rappelons que par l'hypothèse sur /, il y a bien (au moins) {d — 1)2'^^^ + 1 
valeurs pour l'indice i de r^. On peut donc poser w = {d - 1)2'^-^, alors 
2^^^\rw et 2*'+^|rtt,_|_i . L'intervalle (r^+i,r^) est donc aussi une lacune de M, 
avec r^+i > et r^^, < n, d'une longueur h telle que 

h > 2^+1-1 

> / 

> max{2'^+'^, nj+i - nj \j = !,■■■ ,l + {d- 1)2'^-'^}. 
Ceci est contradictoire au choix de (n, n + /] . 

Fin de la démonstration du Théorème El □ 



5 Démonstration du théorème [Hl 

Dans cette section, on va étudier des modules instables dont la filtration nilpo- 
tente est de longueur finie. Un exemple trivial d'un tel module instable est un 
module instable quelconque de dimension finie. Un autre exemple est la sus- 
pension d'un module instable réduit. La cohomologie d'un groupe fini ou du 
classifiant d'un groupe compact vérifie aussi cette hypothèse j^- 

Ci-dessous, on démontre un résultat sur la non-existence de grandes lacunes 
dans les modules instables connexes réalisables dont la filtration nilpotente est 
de longueur finie qui vérifie la condition^ 

Démonstration du Théorème [51 Comme dans la démonstration du 
théorème 121 il suffit de prouver l'énoncé pour les modules instables connexes 
dont la filtration nilpotente est de longueur finie, qui est de type T et vérifie la 
condition ^ 

On raisonne par l'absurde. Soit donc M un module instable connexe qui est 
la cohomologie réduite d'un espace ou d'un spectre. Reprenons les notations 
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introduites avant le théorème |3J les quotients nilgM / nils+iM non-triviaux 
s'écrivent sous la forme Ti'^^Rj^., R^n. réduits, i = 1, • • • ,t, nii < ■■■ < rrit- 
Tous les Rrrii , i € I , soient non-triviaux dans les degrés ni^j < n2,i < • • • . Soit 
ô tel que 2^ > t > 2^~^ . Supposons que pour n > min{mj + ni^i | i G /}, 
{n,n + l] soit la première lacune dans M de longueur 

/ >max{(mt + l)2'^+^nJ+l,i-nJ,i \ = !,■■■ ,1 + {d + S - 1)2'^~^}. 

Soit k l'unique entier (> d + 4) tel que 2'^+^ > l>2^. 

Lemme 8 Pour tout x tel que \x\ < n, le module A2X contient la lacune 
{\x\,n + /]. 

Démonstration Pour montrer cela, on raisonne par l'absurde. A tout élément 
X € M, on associe son degré de nilpotence, c'est-à-dire, l'entier tel que 
X € nilm^M - nilm^+iM . 

Soit X non nul de degré maximal tel que A2X n'est pas réduit à {0} dans 
l'intervalle (|x|,n]. {A2X contient la lacune (n, n + Z] par hypothèse.) 

Soit donc y G A2X de degré minimal tel que y ^ 0, \x\ < \y\ < n, y€ Ti^yRmy 

sa réduction que l'on note a"^«v, v E Rmy- Alors comme A2y contient une 

lacune (|î/|,n + Z] (rappelons l'hypothèse de maximalité de x), le corollaire 0] 

implique que v G Im{SqQ~'^~^'^) . On sait donc que \y\ — niy est divisible par 
2k-d+2 |y| _ ^. 2^-°'+2;^. 

Soit de même la réduction x G T,"^^Rm^. Notons x = a^^^'u, u G Im(5gQ) — 

Lemme 9 Pour s < k — d, t > 1, 2^~'^~^'^ ne divise pas le degré de Qfu. 

Démonstration En effet on a \Qlu\ = \u\ + 2*(2*+i - 1). Considérons le 
^2 — module engendré par u dans Rm^ . Si A2U contient la lacune + / — 

rux] , le degré de u est divisible par 2'^~'^~^^ , et dans ce cas 2^~'^~^'^ ne divise pas 
\Qtu\ pour s < k — d. 

Supposons que A2U ne contienne pas la lacune + / — m^.] et soit t = 

Sq^^ u l'élément non nul du plus bas degré avec \t\ < n — mx- Comme A2t 
contient la lacune (|t|,n + l — m^,.] , 2^^'^^'^\ \t\. Pour la même raison que dans 
la démonstration du lemme on a /3 > s. Alors 

\Qlu\ = |t|-2^ + 2^(2*+i-l) 

= 2^-'^+'^q - 2^ + 2^"+*+^ - 2" 

et 2^"'^+^ ne divise pas □ 
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Supposons d'abord que s < k — d. Tant que \Qfx\ < n + / , on a donc 
nécessairement Qfu = pour des raisons de degré. En effet si Q^u ^ 0, 
a"^'^Qfu = Qlx = QfX la réduction de Qfx dans dont le degré de 

nilpotence est nix (qui est a priori plus grand que ou égal à celui de x, voir 
[H], 110]), et dont le degré est de la forme (en appliquant le corollaire |1] à la lacune 
{\Qfu\,n + l — rrix] dans ^2(<5f'u)) 

mx + 2'-^+^f, />0. 

Donc pour que Qfu soit non nul, il faudrait que son degré soit multiple de 

2k-d+2 

Pour tout t tel que l<t<k — s — 1, 

\Qlx\ = |x| + 2^(2*+i - 1) 

< |a;| +2'*(2'=-* - 1) 

< n + l. 

Donc d'après le corollaire 

k — s — 2<d — 2, soit s > k — d 
et donc |x| — =: 2^~'^lx. 

Revenons alors à l'élément y non nul du plus bas degré, supérieur ou égal à 
|x| + 1 dans A2X. Il est de la forme Sq^^x, le théorème d'Adams implique 
que a < 3. En effet l'hypothèse de maximalité de x implique que pour tout 
élément z non nul dont le degré est entre |x| + 1 et n, A2Z est réduit à {0} 
dans l'intervalle (|z|,n]. Donc Sq'^ x ^ Yli<a^^i'^^'^ )• 

On a alors |x| + 2° = |î/| , y € nilmyM et ruy > m^. . D'oii, rux + 2^^'^lx + 2" = 
ruy + 2^-'^+'^ly. Donc m^; + 2" = rUy mod 2^-'^. D'autre part, 2^+^ > l > 
{rrit + 1)2'^+'^, ce qui implique que 

2^"^ > 8{mt + 1) 

= {rUx +my + 2°) + {mt - rUx) + (mj - rUy) + (8 - 2") + Qmt 
> rUx + rUy + 2". 

\mx + 2" - my\ < rUx + rUy + 2" < 2^~'^, 

donc rUx + 2" = rriy . Or cette égalité n'a pas de solution à cause de la condition 
l'existence d'un tel x est donc contradictoire. Donc pour tout élément x de 
M de degré inférieur à n, A2X contient une lacune (|x|, n + /] . 

Fin de la démonstration du Lemme |S1 □ 
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On achève la démonstration en appliquant la démonstration du théorème |21 à 
chaque Rrm^ i & I- Plus précisément, on applique la (dernière) partie de la 
démonstration du théorème |21 - concernant une récurrence sur la divisibilité 
par une puissance de 2 des degrés inférieurs h n + l pour lesquels le module 
est non-trivial - à Rm.. {i £ I)- On veut donc obtenir des informations sur la 
divisibilité par une puissance de 2 de ses degrés inférieurs k n + l auxquels on a 
soustrait rrii, pour lesquels Rrm est non-trivial, afin de montrer qu'on aboutit 
à une contradiction. 

En effet, si on note V i & I , 

(n - nii >) ro,i > ri^i > ■■■ 

les degrés inférieurs à n + l — rrii, pour lesquels Rrm est non-trivial, on a 

y w > {d + 6 - 1)2'^-^ , 2'=+'^+V«-,i- 

Donc en degré inférieur ou égal à r^^i, Rm^ {i £ I) ne contient que des lacunes 
de longueur plus grande que ou ég aie à 2''+^+^ - 1 . Donc il existe un do < n 
tel qu'en degré inférieur ou égal à do, les Ti"^^Rmi (i S /) ne contiennent que 
des lacunes de longueur plus grande que ou ég aie à 2''+^+^ - 1 , et on suppose 
de plus qu'il en existe au moins une en degré inférieur ou égal à do • 

Maintenant on choisit une lacune de la plus petite longueur parmi toutes celles 
en degré inférieur ou égal à do contenues dans l'un des S'"» Rm^ , i € I . Par 
le choix de cette lacune, disons S^'oiî^.^ (ig G /), on sait qu'elle ne contient 
aucun degré en lequel S™''oi?^,^ est non-trivial, et qu'elle contient au plus 
un degré en lequel S™'*/?^. , l<i<t,î7^îo, est non-trivial. Car sinon, 
elle contiendrait une lacune d'un des T,"^^Rmi, i ^ io, en contradiction avec 
l'hypothèse de minimalité sur la longueur de la lacune choisie. Comme cette 
lacune contient au plus t — 1 degrés en lesquels M est non-trivial, il existe donc 
une lacune (n', n' + l'] , avec n' > minjmj -|- rii^i \ i £ 1} et n' + 1' < do (< n), 
de longueur 



> 



> 




> 



> 



max{(mt + 1)2' 



j = l 




Ceci est contradictoire au choix de {n,n + ï\. 



Fin de la démonstration du Théorème El 



□ 
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6 Le cas p premier impair 

On indique brièvement les résultats pour le cas p premier impair. On donne 
d'abord les ingrédients essentiels, i.e., les opérations Qf , s,t > 0, et Pq , s > 0. 
En tenant compte des signes, les formules et les résultats combinatoires sont 
établis de la même manière. 

Définition 14 Les opérations Qf, s,t>0 sont définies récursivement comme 
suit: 

(1) QO = /3 et Q^o+i = [PP\Q^] , ce sont des Qt définis par Milnor [TJ; 

(2) = PP'-' et Qt+, = [PP'^\Q!] ,s>l. 

Notation 4 Le symbole (ni, • • • , n^) = (2mi + ei, • • • , 2mrf + e^) , = ou 
1 (1 < i < d), désigne l'élément t^^u""^ O • • ■ (g) t'^u""" G H*{B{Z/p)®'^;Z/p) , t 
étant de degré 1 et n étant de degré 2. Un tel élément est dit basique. 

Notation 5 Comme d'habitude, Pq désigne l'opération définie dans un mod- 
ule instable par 

p _ / -P'^'^^a;, si |x| = mod 2; 

~ 1 /3P(l^|-i)/2x, si |x| = 1 mod 2. 

On a donc 

Po'(2mi + ei, • • • , 2md + e^) = (2/mi + 2p'~hi, ■■■ , 2p'md + 2p'-hd), 

et Im(PQ) (s > 1) est l'ensemble des éléments x = Sjgj(2p'*^^/(i)i, • • • , 
'^P'~'^Kj)d) de H*{B{Z/p)®'^;Z/p). Par convention, P^ = id. Ici, J est un 
ensemble d'indices j qui indexent des différents d— uplets ,l{j)d), 
lU)ir • • ' Kj)d = 0, 1 mod p, /(j)^ peut être nul. 

Remarque Dans toute cette section, le symbole Pq désigne l'opération 
{PoY , qui est évidemment distincte de l'opération de Milnor (utilisée dans 
l'appendice). 

Puisqu'on a pour tout élément x d'un module instable et pour tout n > 1 , 

pP"Pox = PoP"x et P^Pqx = Popx, 

on peut donc établir les propriétés de Qf, s,t > 0, sur Im(PQ ) à partir de celles 
de Qt = Qt ■ Une autre façon d'établir les propriétés de Qf est d'utiliser le fait 
que 

^*(pp') = pp' 1 + pp'-i pi + . . . + 1 o pP' 

devient P^" (g) 1 + 1 P^" , une dérivation sur Im(PQ'^"^) . 
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Lemme 10 Soit x un élément de H*{B{Z,/p)®'^;'L/p) tel que x G Im(PQ) — 
Im(PQ+^) et que Qfx = 0, V t = q,--- ,r. Alors r - q < d - 2. □ 

On laisse la démonstration de ce lemme au lecteur. Voici quelques indications. 
D'abord, comme dans la section|31 on définit un g'— échange {g > 0) entre deux 
monômes basiques a et /3 de la manière suivante: un tel 5— échange existe 
entre a et /3 s'il existe i et j tels que ces deux monômes constituent, à un 
ordre (entre i et j) près, une paire de la forme 

a = {ui, ■ ■ ■ ,Ui-i,2ui + • • • ,Uj-i,2uj + 2p<^,Uj+i, ■■■ ,Ud) 

et P = (ni,-- - ,Ui-i,2ui + 2p^,Ui+i,--- ,Uj-i,2uj + l,Uj+i,--- ,Ud). 

On dit aussi que c'est un (/—échange en z— ème position pour a avec /?. En util- 
isant cette nouvelle définition de 5— échange, et les autres définitions restant in- 
changées, on aura la même proposition que la proposition|2lpour le cas p premier 
impair. Ensuite on achève la démonstration en construisant une ((;, r) — classe 
comme dans la démonstration du corollaire El 

Lemme 11 Soit x un élément de H*{B{'L/p)®'^] '^/p)- Si ApX contient une 
lacune [x| + /], / > 2{p — l)p^ pour un certain k > d — 3, alors x G 
Im(Po'=-'='+=^). 

Démonstration Soit a tel que x = Pqx' G Im(P(5*)— Im(P^"^^) . Si a > /c+l, 
on a a > k—d+'i. Si a < k+\, alors l'existence de la lacune dans ApX implique 
que V t = 0, ••• ,k — a, 

P^pp'x' = PP'^'^P^x' = PP'^'^x = 0, 

et que 

P^Px' = PP'^'^P^x' = pP""'x = 0. 

Donc px' = et PP'x' = 0, V t = 0, • • • , - a. D'où, Qfx' = 0, V t' = 
0, • • • ,k — a + 1. D'après le lemme IIUI on a k — a + 1 < d — 2, d'oii a > 
k-d + 3. D 

Théorème 5 (jïïj, Soit X un espace ou un spectre, k > 1, soit x G 

H''{X; Z/p) tel que /3x = et PP'x = 0,^ i<k, alors PP' x G J2i<k Im(PP') + 
Im(/Î) . 
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Définition 15 Soit M un module instable infini connexe dont la filtration 
nilpotente est de longueur finie. Les quotients nilgM /nilgj^iM non-triviaux 
s'écrivent sous la forme Ti^^Rm^, Rm^ réduits, i = 1, ■ • • ,t, mi < ••• < mt- 
Notons que l'un au moins des est infini. Supposons qu'il existe des entiers 
d et Od tels que tous les Rrm se plongent dans H*{B{Z/p)®'^;7,/p)®'^'^ . Notons 
/ C {1, • • • , t} le sous-ensemble des i tels que R^m soit infini, et soit ni j < 
n2,î < • • • les degrés en lesquels ce module est non-trivial. 

Soit ô tel que > t > p^~^ . Le module instable M sera dit de type T s'il 
contient une lacune (s, s + /] avec s > min{mj + ni^i | i G /} et 



Condition 2 Soit M un module instable connexe dont la filtration nilpotente 
est de longueur finie. En utilisant les notations introduites dans la définition 
précédente, on dira que M vérifie la condition |21 si 



Théorème 6 Soit M un module qui est une suspension itérée (positive ou 
négative) d'un module instable connexe dont la filtration nilpotente est de 
longueur finie, qui est de type T et vérifie la condition\^ Alors M n'est pas 
réalisable, i.e., il n'existe aucun espace ou spectre X tel que M = H* {X;'L/p) . 

Démonstration L'idée essentielle de la démonstration de ce théorème est 
la même que celle de la démonstration du théorème 01 Néanmoins, certains 
aspects du cas d'un nombre premier impair apparaissent, non seulement on 
utilise le théorème au lieu du théorème d'Adams, mais aussi on a besoin de 
reconstituer les calculs pour le cas d'un nombre premier impair. On donne 
dans la suite une esquisse de la démonstration de ce théorème, afin d'illustrer 
certains changements nécessaires par rapport à celle du théorème 01 

On note, comme dans la démonstration du théorème 01 qu'il suffit de prouver 
l'énoncé pour les modules instables connexes dont la filtration nilpotente est de 
longueur finie, qui est de type T et vérifie la condition |2 

Ensuite, on raisonne par l'absurde. Supposons qu'il existe un tel module insta- 
ble connexe M qui est la cohomologie réduite d'un espace ou d'un spectre, et 
que la lacune (n, n + ï\ soit la première dans M, avec n > min{m, + ni^j | i G /} , 
de longueur 



/ > max 



{2{mt + l){p - - nj,i | i € /, 

i = !,••• ,l + (d + 5)(p-l)V-'}. 



mj -mi^ l,2{p - 1) 



V 1 < i,j < t. 



l > max{2(mt + - 
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OÙ ô est l'unique entier tel que p >t > p ^ . Soit k l'unique entier (> d + 2) 
tel que 2{p - > l > 2{p - l)p'' . 

Si on note ^ i & I , 

{n - nii >) ro,i > ri_i > • • • 

les degrés inférieurs à n + l — rrii, pour lesquels Rrm est non-trivial. Alors si 
on peut montrer que pour tout élément x de M de degré inférieur ou égal à n, 
ApX contient une lacune (|x|, n + , on peut montrer par récurrence que 

^ w>j{p-lfp^-\ 2/-'^+^+2|r^,,. 

Puisque pour tout élément x de M, et donc pour sa réduction cr"^^x' dans 
Ti^^Rjjii , de degré inférieur ou égal à n, ApX contient une lacune n + Z] et 
Apx' contient une lacune {\x'\,n + l — nii] , le lemme [TTl montre que le cas j = 
est vrai. 

Supposons que c'est vrai pour j , alors 

{n + l - mi) - r-Q-+i)(p_i)2pd-2^j 

> l + ro^i - ï^(j+i)(p_i)2pd-2_j 

— ' "T Z^iu=0 {' w,i 'w+l,î) 

- i + yJ yih+iKp-ifp^-^-if ._r^,) 

~ ' Z^/l=0 Z^io=h(p-l)2p'i-2 \'w,l lw+l,t) 

> 2{p - l)p>' + J2i=oiP - 1) V"^ • 2/-^+^+2 

= 2{p-l)p^ + 2{p-l)^Yli=oP^^'' 
= 2{p - 1)/ + 2{p - l){p''+^+'^ - p'') 

= 2{p - l)p''+i+\ 

Puisque pour les éléments x' en degré r^^i, Apx' contient une lacune (r^,i,n + 
l — rrii] , le lemme ITT] montre que 2p''~'^^^~^^\rjjj^i, \/ w > (j + — 

Rappelons que par hypothèse, il y a bien (au moins) {d + ô){p — + 1 

valeurs pour l'indice i de r^. On peut donc poser wq = {d+ô){p — l)'^p'^^^ , alors 
2pfc+5+2|^^^^ > tDQ. Donc en degré plus petit que r^g,i, Rrm [i £ I) ne 
contient que des lacunes de longueur plus grande que ou ég aie à 2p'=+'^+2 - 1. 
Donc on peut choisir un do < n tel qu'en degré inférieur ou égal à do, les 
YT^^Rm- {i G /) ne contiennent que des lacunes de longueur plus grande que 
ou égale à 2p''^^^^ — 1, et on suppose de plus qu'il en existe au moins une en 
degré inférieur ou égal à dç, . 

On peut donc choisir, comme à la fin de la démonstration du théorème 01 une 
lacune en degré inférieur ou égal à do, dans l'un des Ti^^Rm^ {i G /), telle 
qu'elle contient au plus t — 1 degrés en lesquels M est non-trivial. Donc il 
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existe une lacune (n', n' + , avec n' > minjmj + rii^i | i € /} et n' + /' < 
(< n), de longueur 

/' > i • 2p'=+'^+2 - 1 

> 2p'=+2 - 1 

> 2(p - 

> / 

> max{2(mf + - n^+i^j - Uj^i \ i e I, 

j = ,l + ((i + 5)(p-l)V"^}- 

Ceci est contradictoire au choix de (n, n + /] . 

Pour finir la démonstration du théorème, il reste donc à montrer le 

Lemme 12 Pour tout x tel que \x\ < n, le module ApX contient la lacune 
{\x\,n + l]. 

Démonstration Comme dans la démonstration du lemme |H1 on raisonne par 
l'absurde. A tout élément x € M, on associe son degré de nilpotence, c'est-à- 
dire, l'entier rux tel que x G nilm^M — nilm^+iM . 

Soit x un élément non nul de degré maximal tel que ApX n'est pas réduit à {0} 
dans l'intervalle (|x|,n]. Soit donc y € ApX de degré minimal tel que y ^ 0, 
\x\ < \y\ <n, y ^ T,'^^ Rmy sa réduction que l'on note a^^^v, v € Rmy- On a, 
à l'aide du lemme ITTl v € Im(PQ ~'^'''^) . On sait donc que \y\ —tUy est divisible 
par 2^^"°'+^ et on écrit \y\— ruy =: 2p''~'^~^^ly . 

Soit de même la réduction x € Ti'^'^Rjn^. Notons x = a'^'^u, u S Im(PQ) — 
Lemme 13 Pour s < k — d + 1, t > 1, 2p^~'^~^'^ ne divise pas le degré de Qfu . 



Démonstration En effet on a 

\u\ + 2{p^+' - p"-'^) s > 1 



\Qtu\ 



u\ + (2p* - 1) s = 



Considérons le module engendré par u dans Rm^ ■ Si ApU contient la lacune 
{\u\,n + l — rux] , le degré de u est divisible par 2p^^'^^'^ , et dans ce cas 2p^^'^^'^ 
ne divise pas \Qfu\ pour s < k — d + 1. 

Supposons que ApU ne contienne pas la lacune (|u|,n + l — nix] et soit t = 
Pu l'élément non nul du plus bas degré avec \t\ < n — m^- On sait que le 
degré de l'opération P est 2{p — l)p'^ ou 1. Pour la même raison que dans 
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la démonstration du lemme |SJ on a 7 > s . Comme Apt contient la lacune 
{\t\,n + l — nix], \t\ est divisible par 2p^~'^"'"^ et peut donc être écrit de la forme 
\t\ = 2p''-'^+^q. Alors 

2pk~d+2q _ _ i)p7 + 2(p*+" - p'-^) s > 1 

2pk-d+2q _ _ l)p7 + {2pt _ 1) ou 
2pk-d+2q - 1 + (2p* - 1) s = 



\Qtu\ = 

et Ip^^'^^'^ ne divise pas \Qlu\. 



\QIA 



< 



Supposons d'abord que s < k — d+ 1 et que t > 1 . Tant que \Qfx\ < n + l, on 
a nécessairement Qfu = pour des raisons de degré. Or pour 1 < t < k — s , 

|x| + 2(p*+'* -p'-^) s > 1 
|x| + (2p* - 1) s = 

n + 2{p'' - p'-^) s>l 
n + (2/ - 1) s = 

< n + 2p^ 

< n + 2{p- l)p^ 

< n + l. 

Donc, d'après le lemme ITÎH 

k — s — l<d — 2, soit s > k — d + 1 
et donc |a;| — =: 2p'^~'^lx. 

Maintenant on peut trouver une contradiction comme dans la démonstration 
du lemme ISI A l'aide du théorème [ïï] et de la base multiplicative de Ap, on sait 
qu'en degré supérieur ou égal à |x| + 1, l'élément non nul du plus bas degré 
dans ApX ne peut être que y = (3x ou y = P^x. On a alors |x| + 1 = \y\ ou 
|x| + 2{p — 1) = \y\ . Donc 

mx + 2p''-% + l = my + 2p^-'^+Hy, 
ou + 2p^-Hx + 2{p - 1) = my + 2p^-'^+%. 

Donc, uiy — nix = 1 ou 2{p — 1) mod 2p^~'^ . 
Puisque 2(p — 1)^^^+^ > l > 2{mt + \){p — donc 
2pk-d > 2p{mt + 1) 
> 6mt + 2p 

^ { my + mx + 2{p- 1) 

1 ruy + nix + 1 
^ ^ ^uiy - rrix - 2{p - l)\ 
'm,, - rux - Il 
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Donc ?7Xy — — 1 2(p — 1) . Or C6tt6 Ggcilitc n'a pa-s de solution a cause de 
la condition |2J l'existence d'un tel x est donc contradictoire. Donc pour tout 
élément x de M de degré inférieur à n, ApX contient une lacune (|x|,n + /] . 

Fin de la démonstration du Lemme 1121 □ 

Fin de la démonstration du Théorème |51 □ 



Appendice: Notes sur les opérations 

Dans la base de Milnor de l'algèbre de Steenrod A2, on a des opérations Qt, t > 0, 
définies récursivement par les relations suivantes: 

(1) Qo = 5qi; 

(2) Qt+,^[Sq^'^\Qt]. 

Ces opérations ont des bonnes propriétés, plus précisément (Milnor, [7], §6), 

Proposition 3 Soient M, N deux modules instables, et soient l,r,t > 0. 

(1) y X € M, QrQtx = QtQrX et Qfx 0. 

(2) M x^M et y & N, Qt{x ® y) = Qtx ® y + x ® Qty ■ 

(3) Soit u le générateur de iî*(B(Z/2); Z/2) en degré 1, 
Qtu^' =0 et Qtu^'+^ = w2i+2*+i 

Inspiré par ces propriétés, on a construit dans la section 2 les opérations Qf , s,t > 0, 
qui possèdent aussi ces propriétés sur Im(S'qQ). Dans le reste de cet appendice, on 
décrit quelques propriétés élémentaires de ces opérations. Puis, on donne à la fin les 
démonstrations du lemme |21 et du corollaire [3 

D'abord, on compare ces opérations avec les opérations connues, Pt+i, s,t>0. Voici 
deux propriétés élémentaires: 

(1) QO = Q, = pO_^i, Qg = 5g2= =Pf. 

(2) Qf est une opération de degré 2^(2'+^ — 1). 

D'après ces deux propriétés, plus le fait que Pf_^^ est aussi une opération de degré 
2s^2*+i — 1) , une question curieuse est de savoir quand les deux opérations Qf et 
coïncident. En fait, quand si 7^ 0, il semble que le seul cas 011 ces deux opérations 
coïncident est Q\ = P2 ■ 

Pour effectuer le calcul des Ql, on note que l'on a une autre façon de définir les 
opérations Q|, s,t > 0: 

(1) QI> = P(: 
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(2) QU, = [Pl+^+\Qt]. 

Avec cette définition, on peut exprimer en terme de la base de Milnor, à l'aide de 
la formule multiplicative de cette base. Voici quelques calculs qui comparent les Qf et 

(1) Ql = Pi , Ql = Pi + Sq{3, 3) , g? = Pi + Sq{6, 6) + Sq{3, 7) . 

(2) Ql^Pi+Sq{7,0,l) + Sq{A,l,l). 

Pour finir cet appendice, on donne ici les démonstrations du lemme|21et du corollaire 

m 

Démonstration du Lemme El Soient M un module instable et x un élément de 
M. 

Quand t = 0, 

Qa'^^'SqQX = Sq'^ SqQX = Sq^Sq'^ x Sq^Q^x. 
Si on suppose que Qf^^Sq^x — SqQQ^x pour t <to, alors quand t ^ tç, + 1 , on a, 

= Sq^'°^'^^^'QirSq^,x - Qi:^Sq^''^''^''Sq!,x 

= 5gg5g2'o+.+iQ.^^ _ SqS^Qr^Sq^^o+^^\ 
= 5gp^g2'o+.+iQ.^„g.^^^2*oH-.+i)^ 

Donc, par récurrence (sur t), on a Ql^^ Sq^x = Sq^Q^x, \/ r,s,t. □ 

Démonstration du Corollaire |2l Les propriétés de Qt utilisées ci-dessous sont dans 
la proposition El 

(1) Soit M un module instable. Par le Icmmej^l on a V a; 6 M, 

Q'rQ'tSq'oX = Q'rSql,QtX = Sql^QrQtX 

= Sq^QtQrX = QfSqoQrX 

et {QtySq'o^ = QtSq'oQtx' = Sqf,{Qtfx = 0. 

(2) Supposons qu'il existe x' G M, y' & N tels que x = Sq^lx'), y = SqQ{y'), alors 

g?(x®2/) = gf(5q^(x') 0^9^(2/')) 

- gf5q^(a;'®2/') 

= 5gggt(x'®y') 

= S'(7g(gta;'®2/'-l-x'8)gty') 

= Sq'oQtx' ^ Sq'ay' + Sq'ox' ® Sq'„Qty' 

= Qlx ®y + X ® Qly. 

(3) On a 

gf5g>2i+l ^ 5ggg,u2'+l = ^g^u2i+2'+i ^ y2=(2i+2'+i)_ □ 
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